
 

 

 

 

 

SOLUÇÃO DA 2ª FASE 

 

Solução do Problema 1 

a) (6 pontos) 

27 ⊕ 18 = 2 × (27 + 18) + 1 = 2 × 45 + 1 = 91 

12 ⊙ 23 = 2 × 12 × 23 − 1 = 551 

 

b) (6 pontos) 

O nú mero 2023 pode ser obtido de diversas maneiras diferentes atrave s das dúas 
operaço es.  

• Para se obter 2023 na primeira operaça o, deve-se ter 

𝑎 ⊕ 𝑏 = 2023 ⇒ 2 × (𝑎 + 𝑏) + 1 = 2023 ⇒ 𝑎 + 𝑏 = 1011.                           (1) 

 

• Para se obter 2023 na segúnda operaça o, deve-se ter 

𝑎 ⊙ 𝑏 =  2023 ⇒ 2 × 𝑎 × 𝑏 − 1 =  2023 ⇒ 𝑎 × 𝑏 =  1012.              (2) 

Assim, algúns exemplos de como poderia ser obtido o nú mero 2023 seria: 

• úsando a primeira operaça o, com 𝑎 =  1000 e 𝑏 =  11; 

• úsando a segúnda operaça o, com 𝑎 =  4 e 𝑏 =  253. 

 

 
c) (8 pontos) 

Usando-se as definiço es das operaço es dadas, tem-se  

(𝑎 ⊙ 𝑏) ⊕ 𝑐 = (2 × 𝑎 × 𝑏 − 1) ⊕ 𝑐 = 2 × [(2 × 𝑎 × 𝑏 − 1) + 𝑐] + 1. 

Assim, 

2 × [(2 × 𝑎 × 𝑏 − 1) + 𝑐] + 1 = 15 ⇒ 2 × 𝑎 × 𝑏 − 1 + 𝑐 = 7 ⇒ 2 × 𝑎 × 𝑏 + 𝑐 = 8 (3)  

Portanto, os valores de 𝑎, 𝑏 e 𝑐 sa o tais qúe a ú ltima eqúaça o acima deve ser satisfeita. 

Algúmas das respostas va lidas sa o 

• 𝑎 = 1, 𝑏 = 4, 𝑐 = 0; 

• 𝑎 = 2, 𝑏 = 2, 𝑐 = 0; 

• 𝑎 = 4, 𝑏 = 1, 𝑐 = 0; 

• 𝑎 = 1, 𝑏 = 3, 𝑐 = 2; 



 

 

• 𝑎 = 3, 𝑏 = 1, 𝑐 = 2; 

• 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑐 = 4; 

• 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝑐 = 4; 

• 𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑐 = 6; 

• 𝑎 = 0, 𝑏 = 0, 𝑐 = 8. 

 

 

Solução do Problema 2 

a) (5 pontos)  

Os nú meros sa o, por exemplo, 235, 335, 522 etc, núm total de 3 × 3 × 3 = 27, úma 

vez qúe podemos fazer 3 escolhas possí veis para a ordem das centenas, 3 para a 

ordem das dezenas e 3 para as únidades.  

 

 

b) (7 pontos)  

Sa o exatamente qúatro posiça o distintas, por vez, em qúe o algarismo 5 deve ocúpar: 
únidades, dezenas, centenas e únidade de milhar.   

Para cada úma dessas qúatro posiço es distintas ocúpadas com o algarismo 5, temos 

2 × 2 × 2 = 8 maneiras de completar o nú mero a partir da escolha súcessiva dos 

algarismos 2 e 3 para cada úma das tre s posiço es restantes.  

Logo, sa o exatamente 4 × 8 = 32 nú meros com qúatro algarismos em qúe o 5 aparece 

úma ú nica vez.  

 

c) (8 pontos)  

Calcúlaremos a qúantidade de nú meros com úm ú nico algarismo 5, com exatamente tre s 

algarismos 5 e com todos os algarismos igúais a 5, para posteriormente somar todas essas 

qúantidades. 

Segúindo a ideia do item (b), temos exatamente 5 × 2 × 2 × 2 × 2 = 80 nú meros de cinco 
algarismos em qúe o algarismo 5 aparece úma ú nica vez. 

Para calcúlar a qúantidade de nú meros com cinco algarismos, em qúe cada úm apresenta 

exatamente tre s algarismos igúais a 5, devemos escolher inicialmente, entre todas as 

ordens (posiço es) dos dí gitos de úm nú mero com 5 algarismos, tre s qúe sera o ocúpadas 

com o algarismo 5. Isso pode ser calcúlado como (5 × 4 × 3)/3! = 10. Oú seja, o primeiro 

algarismo pode ocúpar 5 lúgares, o segúndo pode ocúpar 4 lúgares e o terceiro pode 

ocúpar qúalqúer úm dos tre s lúgares restantes. Portanto, 5 × 4 × 3 = 60. Nessa contagem, 

cada grúpo de tre s algarismos igúais a 5 esta  contado 3! = 3 × 2 × 1 = 6 vezes. Daí  o 
resúltado: (5 × 4 × 3)/3! = 10.  



 

 

Para completar a contagem total dos nú meros de cinco algarismos com exatamente tre s 

algarismos igúais a 5, devemos múltiplicar por 2 × 2 = 4, o nú mero de escolhas possí veis 

para os algarismos 2 e 3 qúe completam o nú mero. Logo, 10 × 4 = 40 e  a qúantidade 

procúrada.  

Existe apenas úm nú mero com cinco algarismos igúais a 5: 55555. 

Finalmente, sa o, portanto, 80 + 40 + 1 = 121 nú meros com úma qúantidade í mpar de 

algarismos igúais a 5.  

 

 

  Solução do Problema 3 

a) (6 pontos) 

Segúindo a ideia de qúe 1 +  3 + 5 +  7 = 1 + 2 + 3 + 4 + 3 + 2 + 1, onde temos os 

qúatros primeiros nú meros í mpares, podemos observar qúe 1 + 2 + 3 + 4 + 5 +

6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 36 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11. Dessa forma, podemos 

conclúir qúe 1, 3, 5, 7, 9 e 11 sa o os seis primeiros nú meros í mpares cúja soma e  

ide ntica a  soma 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1. 

 

b) (8 pontos) 

Para calcúlar o nú mero total de bolinhas em úm qúadrado qúe apresenta a soma 1 +

3 + 5 + ⋯ + 21, consideraremos úm qúadrado ide ntico ao mostrado na figúra, 

dividido em qúatro partes, cada úma contendo 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 +

17 + 19 + 21 bolinhas. Portanto, temos 4 × (1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 +

17 + 19 + 21) = 4 × 121 = 484 bolinhas. 

A resposta a  segúnda pergúnta pode ser dada diretamente do resúltado da soma 1 +

3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19 + 21 = 121 = 11 × 11. Isto e , úm 

qúadrado, na o necessariamente ide ntico ao da figúra, com úm total de 121 bolinhas 
apresenta 11 bolinhas em cada úm dos seús lados. Pela definiça o de raiz qúadrada, 

√1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19 + 21 = √121 = 11 

 

c) (6 pontos) 

E  possí vel reorganizar as bolinhas em cada úma das qúatro partes do qúadrado, 

inicialmente dispostas em formato triangúlar, para úma disposiça o em forma de 

qúadrado, onde o nú mero de bolinhas em cada lado do qúadrado e  exatamente igúal 

ao nú mero de bolinhas na altúra do tria ngúlo. 

Essa nova disposiça o facilita a contagem do nú mero de bolinhas em cada lado do 

qúadrado, oú seja, o ca lcúlo da "raiz qúadrada" do total de bolinhas na disposiça o 
triangúlar. 



 

 

Para isso, e  súficiente saber o nú mero de bolinhas na altúra do tria ngúlo inicial, oú 

seja, o nú mero de termos da soma 1 + 3 + 5 + ⋯ 2021 + 2023.  

Cada 𝑛-e simo termo dessa soma pode ser expresso como 2𝑛 − 1, onde 𝑛 representa 

a qúantidade de termos ate  o 𝑛-e simo. Como 2023 = 2 × 1012 − 1, conclúí mos qúe 
a expressa o 1 + 3 + 5 + ⋯ 2021 + 2023 possúi 1012 termos. 

Portanto, 1012 e  a qúantidade de bolinhas em cada lado do qúadrado, oú seja,  

1012 = √1 + 3 + 5 + ⋯ 2021 + 2023 

 

Solução do Problema 4 

a)  (5 pontos) 

Vamos úsar a notaça o A(X) para a a rea do polí gono X, sendo X o polí gono. 

Note qúe a a rea do tria ngúlo BMC e  igúal a  a rea do tria ngúlo MAC, pois MB = MA (ja  

qúe M e  o ponto me dio de AB) e a altúra de ambos e  a dista ncia entre o ponto C e o 

lado AB. Usando o mesmo raciocí nio, podemos conclúir qúe as a reas dos tria ngúlos 

ANC e NDC sa o igúais. Logo, 

A(ABCD) = A(BMC) + A(MAC) + A(ANC) + A(NDC) ⇔ 

A(ABCD) = A(MAC) + A(MAC) + A(ANC) + A(ANC) ⇔ 

A(ABCD) = 2.[A(MAC) + A(ANC)] ⇔ 

A(ABCD) = 2.A(AMCN) 

A ú ltima igúaldade representa o qúe qúerí amos mostrar. 

 

b)  (5 pontos) 

Vamos úsar a notaça o M(∠XYZ) para indicar a medida do a ngúlo Y, de lados YX e YZ. 

Como as diagonais do reta ngúlo ABCD sa o perpendicúlares, podemos conclúir qúe 

M(∠DBC) + M(∠ACB) = 90°. Ale m disso, temos qúe M(∠ABD) + M(∠DBC) = 90°. Das 

igúaldades descritas, podemos conclúir qúe M(∠ACB) = M(∠ABD). Sabendo, 

tambe m, qúe M(∠ABC) = M(∠BAD) = 90°, podemos conclúir qúe os tria ngúlos ABC 

e DAB sa o semelhantes pelo caso AA. A figúra ilústra a explicaça o. 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

c) (5 pontos)  

Da semelhança mostrada o item (b), podemos conclúir qúe os lados 

correspondentes nos tria ngúlos ABC e DAB sa o proporcionais. Em particúlar, temos 

qúe 
𝐴𝐵

𝐴𝐷
=

𝐵𝐶

𝐴𝐵
, qúe e  eqúivalente a (AB)² = AD . BC, donde (AB)² = 16 . 9 = 144. 

Finalmente, AB = 12. 

 

d) (5 pontos) 

Do enúnciado e do item (c), podemos conclúir qúe a a rea do trape zio ABCD e  dada 

por  

A(ABCD) = 
(𝐴𝐷+𝐵𝐶).𝐴𝐵

2
 = 

(16+9).12

2
 = 150 

 

Do item a), temos qúe A(ABCD) = 2.A(AMCN), donde A(AMCN) = 
𝐴(𝐴𝐵𝐶𝐷)

2
 = 

150

2
 = 75. 

 


